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Re´sume´
Re´soudre des proble`mes de placement de taˆches
temps re´el est un challenge pour les communaute´s
issues de la recherche ope´rationnelle et de la pro-
grammation par contraintes (ppc). La difficulte´ prin-
cipale de tels proble`mes re´side dans la prise en consi-
de´ration des contraintes temporelles spe´cifiques aux
syste`mes temps re´el. Ces contraintes sont difficile-
ment exprimables pour un solveur et me´ritent donc
un traitement particulier. Dans cet article, nous pro-
posons une approche novatrice qui introduit ces as-
pects temporels par le biais d’une contrainte glo-
bale et donc directement dans les me´canismes de
la ppc. Nous finalisons l’e´tude en montrant a` travers
de nombreuses expe´rimentations que cette me´thode
est viable et efficace.
Abstract
Solving hard real-time task allocation problems is
a challenging application for the Operations Research
and Constraint Programming communities where the
difficulty and novelty lie in timing constraints which
occur frequently in real-time systems. In this pa-
per, we address the timing constraints with a global
constraint to prune the search space. We experimen-
tally show that the equations expressing the timing
constraints are sufficiently easy to solve in practice
to embed their resolution within a global constraint.
1 Introduction
Les syste`mes temps re´el embarque´s sont aujour-
d’hui au cœur de nombreuses applications indus-
trielles. Pour re´pondre aux nombreuses demandes
de traitement, elles sont ge´ne´ralement compose´es
de plusieurs processeurs spe´cialise´s et distribue´s
(interconnecte´s par un re´seau). Par exemple, dans
une automobile, de telles applications ont en charge
le controˆle de le trajectoire, l’ABS, le controˆle mo-
teur, etc. Les spe´cifications de ces syste`mes sont
aussi bien fonctionnelles que non fonctionnelles, ce
qui comprend la re´partition physique en fonction
des ressources et les contraintes temporelles sur les
taˆches a` exe´cuter. Les contraintes temporelles sont
habituellement des e´che´ances sur les dates de ter-
minaison des taˆches qui, si elles ne sont pas res-
pecte´es, peuvent conduire a` une de´faillance grave
de l’application. Dans ce cas, les syste`mes sont dits
syste`mes temps re´el durs et la pre´dictibilite´ tem-
porelle est obligatoire.
Dans cet article, nous traitons du proble`me qui
consiste a` assigner des taˆches pe´riodiques, pre´emp-
tives a` priorite´ fixe (une taˆche est active´e pe´rio-
diquement et peut eˆtre pre´empte´e par une taˆche
de plus haute priorite´) sur un ensemble de proces-
seurs distribue´s. Une solution correspond a` un pla-
cement de toutes ces taˆches sur les processeurs, de
telle manie`re a` ce qu’elles respectent leur e´che´ance.
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Le proble`me de placement de taˆches pre´emptives
temps re´el dures sur une architecture distribue´e est
prouve´ NP-dur [8] et a de´ja` e´te´ aborde´ a` l’aide de
me´thodes heuristiques [4], de recuit simule´ [15] et
d’algorithmes ge´ne´tiques [4]. Cependant ces tech-
niques sont souvent incomple`tes et peuvent ainsi
ne pas trouver de solution meˆme s’il en existe. Une
nouvelle approche comple`te est donc utile.
Dans de premiers travaux sur le sujet [2], nous
avons propose´ une approche base´e sur la de´compo-
sition de Benders en se´parant les contraintes de res-
source des contraintes temporelles. Ici, nous propo-
sons d’introduire une contrainte globale qui prend
directement en conside´ration les aspects d’ordon-
nancement.
L’article est ainsi organise´ de la manie`re sui-
vante : la partie 2 pre´sente le proble`me. Un e´tat
de l’art et la strate´gie de re´solution sont introduits
dans la partie 3. Pour terminer, des re´sultats expe´-
rimentaux sont affiche´s dans la partie 4.
2 Description du proble`me
2.1 L’architecture temps re´el
Un syste`me temps re´el dur est mode´lise´ par une
architecture logicielle (l’ensemble des taˆches et des
messages) et une architecture mate´rielle (le support
physique d’exe´cution). Le tableau 1 re´capitule l’en-
semble des notations que nous introduisons dans la
suite.
p1 p2
p3 p4
m4
m1 m2
m3
τ1
τ2 τ3
τ4
τ5
τ6
τi : (Ti, Ci, prioi, µi)
cij : (dij , prioij)
c12
c24
c13
c34
c56
δbandwidth
(a) (b)
Fig. 1 – Architectures (a) mate´rielle et (b) logi-
cielle d’un syste`me temps re´el
2.1.1 Architecture mate´rielle
L’architecture mate´rielle HA est constitue´e d’un
ensemble P = {p1, . . . , pk, . . . , pm} de m proces-
seurs ayant des capacite´s me´moire µk et connecte´s
par un re´seau N . L’architecture est alors donne´e
par le couple (P,N ). Tous les processeurs de P
ont la meˆme vitesse d’exe´cution. Le re´seau posse`de
une bande passante δ. Dans un travail ante´rieur [2],
nous conside´rions un re´seau a` jeton ; ici, nous nous
basons sur un re´seau CAN (Control Area Network)
en mode de´synchronise´, c.-a`-d. que l’e´metteur d’un
message et son re´cepteur sont conside´re´s comme in-
de´pendants. CAN [16] a e´te´ de´veloppe´ par l’indus-
trie automobile et est utilise´ dans de nombreuses
applications temps re´el.
2.1.2 Architecture logicielle
Pour mode´liser l’architecture logicielle SA, nous
conside´rons un graphe acyclique, oriente´ et value´
(T , C). L’ensemble des nœuds T = {t1, ..., tn} cor-
respond aux taˆches et l’ensemble des arcs C ⊆ T ×T
repre´sente les messages e´change´s par les taˆches.
Une taˆche ti est de´finie par ses caracte´ristiques
temporelles et ses besoins en ressource : sa pe´riode,
Ti (une taˆche est pe´riodiquement active´e) ; son pire
temps d’exe´cution sans pre´emption Ci ; et son be-
soin me´moire, mi. Les arcs cij = (ti, tj) ∈ C sont
value´s par la quantite´ de donne´es e´change´es : dij .
Les taˆches qui communiquent ont la meˆme pe´riode.
De plus, deux types de communications sont envi-
sage´s (voir figure 2) :
– communication locale sans de´lai (voir fi-
gure 2.a) : les deux taˆches sont sur un meˆme
processeur et utilisent la me´moire du proces-
seur pour communiquer ;
– communication distante avec de´lai (voir fi-
gure 2.b) : les taˆches sont place´es sur des pro-
cesseurs diffe´rents et communiquent via le re´-
seau.
En aucun cas nous ne conside´rons des contraintes
de pre´ce´dence. Les taˆches sont pe´riodiquement ac-
tive´es de manie`re inde´pendante : elles lisent et
e´crivent les donne´es au de´but et a` la fin de leur
exe´cution.
τ6 τ7
d67
(b)(a)
τ6 τ7 τ6 τ7
M67
Fig. 2 – Mode de communication entre les taˆches :
(a) communication locale sans de´lai, (b) communi-
cation distante avec de´lai
Chaque processeur est ordonnance´ par une poli-
tique a` priorite´s fixes. L’ordonnancement re´sultant
est conduit par les niveaux de priorite´s et l’ordon-
nanceur de´cide en ligne qu’elle est la taˆche a` exe´-
cuter1. Le principal proble`me de l’ordonnancement
1Pour un syste`me temps re´el, il existe aussi des ordonnan-
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a` priorite´s fixes n’est donc pas de construire une
se´quence d’activation des taˆches mais de prouver
que le syste`me est ordonnanc¸able, c.-a`-d. que toutes
les taˆches respectent leur e´che´ance pour n’importe
quelle exe´cution.
Une priorite´, prioi est attache´e a` chaque taˆche ti
et tj est dite plus prioritaire que ti si et seulement
si prioj > prioi et peut donc la pre´empter.
2.2 Le proble`me de placement
Un placement est une application A : T → P
qui place une taˆche ti sur un processeur pk : ti 7→
A(ti) = pk. Le proble`me de placement consiste a`
trouver une application A qui respecte toutes les
contraintes de´crites ci-apre`s.
2.2.1 Contraintes de ressource
Trois sortes de contraintes de ressource sont
conside´re´es :
– Capacite´ me´moire : la me´moire utilise´e sur
un processeur pk ne peut pas exce´der sa capa-
cite´ (µk) :
∀k = 1..m,
∑
A(ti)=pk
mi ≤ µk (1)
– Facteur d’utilisation : le facteur d’utilisa-
tion d’un processeur ne peut pas exce´der sa
propre capacite´. Le rapport ri = Ci/Ti signi-
fie qu’un processeur est utilise´ a` ri% par une
taˆche ti. L’ine´galite´ suivante est une condition
ne´cessaire pour l’ordonnanc¸abilite´ :
∀k = 1..m,
∑
A(ti)=pk
Ci
Ti
≤ 1 (2)
– Utilisation re´seau : pour e´viter une sur-
charge du re´seau, la somme des donne´es trans-
porte´es ne peut pas exce´der la capacite´ du re´-
seau par unite´ de temps :
∑
cij = (ti, tj)
A(ti) 6= A(tj)
dij
Ti
≤ δ (3)
2.2.2 Contraintes de placement
Trois types de contraintes de placement ont e´te´
identifie´es :
– Re´sidence : une taˆche peut avoir besoin d’une
ressource logicielle ou mate´rielle spe´cifique qui
n’est disponible que sur certains processeurs
ceurs cycliques et statiques pour lesquels l’ordonnancement
est conduit par le temps et les taˆches sont active´es suivant
une table d’ordonnancement pre´-e´tablie.
(par ex., une taˆche qui traite l’acquisition d’un
capteur doit eˆtre pre´sente sur le processeur
connecte´ a` l’entre´e du pe´riphe´rique). Une telle
contrainte est de´finie par un couple (ti, α) ou`
ti ∈ T est une taˆche et α ⊆ P est un ensemble
de processeurs sur lesquels sont disponibles la
ressource. Un placement A doit respecter :
A(ti) ∈ α (4)
– Co-re´sidence : cette contrainte impose que
plusieurs taˆches soient place´es sur un meˆme
processeur (par ex. elles partagent une res-
source commune). Cette contrainte est de´finie
par un ensemble de taˆches β ⊆ T et doit res-
pecter pour un placement A :
∀(ti, tj) ∈ β
2, A(ti) = A(tj) (5)
– Exclusion : certaines taˆches doivent eˆtre re´-
plique´es pour des raisons de tole´rance aux
fautes et ne doivent pas eˆtre assigne´es sur un
meˆme processeur. Cela correspond a` un en-
semble γ ⊆ T de taˆches qui ne doivent pas
eˆtre place´es ensemble. Un placement A doit
satisfaire :
∀(ti, tj) ∈ γ
2, A(ti) 6= A(tj) (6)
2.2.3 Contraintes temporelles
Les contraintes temporelles sont exprime´es par
des e´che´ances implicites. Elles imposent que le
temps de re´ponse d’une taˆche ti, c.-a`-d. la dure´e
entre son activation et sa terminaison, soit borne´
par sa pe´riode Ti. Pour valider l’ordonnanc¸abilite´,
l’ide´e est de construire le pire sce´nario d’exe´cution
qui cause le maximum d’interfe´rence sur la taˆche ti.
Il suffit alors de calculer le pire temps de re´ponse
Ri qui en re´sulte et de ve´rifier la condition Ri ≤ Ti.
Le meˆme raisonnement est fait sur les messages.
Taˆches inde´pendantes. Pour des taˆches inde´pen-
dantes et pe´riodiques sous un ordonnancement pre´-
emptif a` priorite´s fixes, il a e´te´ prouve´ que le pire
sce´nario d’exe´cution de ti survient quand toutes les
taˆches plus prioritaires sont active´es simultane´ment
(date d sur la figure 3). Le pire temps de re´ponse
de ti est alors [9] :
Ri = Ci +
∑
tj∈hpi(A)
⌈
Ri
Tj
⌉
Cj (7)
avec hpi(A) l’ensemble des taˆches plus prioritaires
que ti et place´es sur le processeur A(ti). La re´solu-
tion de l’e´quation (7) est discute´e dans la partie 3.1.
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Architecture mate´rielle
P Ensemble des processeurs, |P| = m µi Capacite´ me´moire du processeur pi
pi Processeur i δ Capacite´ du re´seau
Architecture logicielle
T Ensemble de taˆches, |T | = n C Ensemble des messages, |C| = c
ti Taˆche i cij Message de ti vers tj
Ti Pe´riode de ti Tij Pe´riode de cij (Tij=Ti=Tj)
Ci Pire temps d’exe´cution de ti Cij Pire temps de transmission de cij
Ri Pire temps de re´ponse de ti Rij Pire temps de re´ponse de cij
mi Besoin me´moire de ti dij Taille de cij
prioi Priorite´ de ti prioij Priorite´ de cij
Tab. 1 – Synthe`se des parame`tres du proble`me
échéance
t1
t2
t3
t4
d
priotiés
décroissantes
Fig. 3 – Pire sce´nario d’exe´cution dans lequel t4 est
pre´empte´e par t1,t2,t3 et t1 manque son e´che´ance
Message sous CAN. L’ordonnancement des mes-
sages sur un re´seau CAN peut-eˆtre perc¸u comme
e´tant non pre´emptif a` priorite´s fixes. L’e´quation (7)
peut-eˆtre applique´e au message en respectant les
diffe´rences suivantes : un message ne peut subir que
des interfe´rence avant le de´but de son exe´cution ;
un temps de blocage, c.-a`-d. un intervalle de temps
pendant lequel un message peut bloquer un autre
plus prioritaire, doit eˆtre ajoute´. Le pire temps de
re´ponse re´sultant pour un message CAN est [16] :
Rij = Cij + Lij (8)
Lij =
∑
Mkl∈hpij(A)
⌈
Lij + τbit
Tkl
⌉
Ckl
+ max
Mkl∈lpij(A)
(Ckl − τbit) (9)
ou` hpij(A) (respectivement lpij(A)) est l’ensemble
des messages pre´sents pour un placement A avec
une priorite´ plus grande (resp. plus petite) que
prioij ; τbit est le temps de transmission d’un bit
et est lie´ a` la capacite´ du bus δ. La condition d’or-
donnanc¸abilite´ est de nouveau Rij ≤ Tij . Le temps
de transmission Cij de´pend de la taille du message,
son calcul n’est pas pre´cise´ ici et peut-eˆtre trouve´
dans [16].
3 Re´solution
Le proble`me du placement de taˆches temps re´el
a e´te´ e´tudie´ depuis longtemps. Des approches in-
comple`tes et heuristiques telles les algorithmes ge´-
ne´tiques [4], la recherche tabou [17] ou le recuit
simule´ [15] ont de´ja` e´te´ applique´es pour re´soudre
ce proble`me. Des approches comple`tes base´es sur la
recherche par se´paration et e´valuation [11] ou sur la
programmation par contraintes [14, 3] ont aussi e´te´
teste´es. Cependant, ces travaux divergent du noˆtre
du point de vue de l’ordonnancement : seuls des or-
donnancements statiques et cycliques ont e´te´ e´tu-
die´s, c.-a`-d. que les activations des taˆches suivent
une table de dates pre´-calcule´es. Le fait d’utiliser ce
type d’ordonnancement rend le proble`me tre`s diffe´-
rent du noˆtre. Alors que l’ordonnancement cyclique
est vu comme un intervalle de temps discrets, les
contraintes temporelles peuvent eˆtre naturellement
exprime´es par le formalisme classique de la ppc.
Le proble`me principal avec l’ordonnancement dy-
namique a` priorite´s fixes est que la condition d’or-
donnanc¸abilite´ n’est pas exprimable sous la forme
d’une contrainte classique de ppc.
Nous allons commencer par donner le mode`le de
contraintes que nous conside´rons pour ensuite ex-
poser les moyens mis en œuvre pour traiter de la
contrainte d’ordonnanc¸abilite´.
3.1 Le mode`le de contraintes
Le mode`le de contraintes utilise´ est base´ sur
une formulation redondante de trois ensembles de
variables : x, y, et w. Commenc¸ons par conside´-
rer les n variables x (nos variables de de´cision)
qui correspondent chacune a` une taˆche et repre´-
sentent le processeur choisi pour cette taˆche : ∀i ∈
{1..n}, xi ∈ [1..m]. Les variables boole´ennes y in-
diquent la pre´sence ou non d’une taˆche sur un pro-
cesseur : ∀i ∈ {1..n},∀p ∈ {1..m}, yip ∈ {0, 1}.
Les variables boole´ennes w sont introduites pour
exprimer la pre´sence ou non de deux taˆches e´chan-
geant un message sur un meˆme processeur : ∀cij =
(ti, tj) ∈ C, wij ∈ {0, 1}. Des contraintes d’inte´-
grite´ (channeling constraints) sont utilise´es pour
assurer la consistance du mode`le. Le tableau 2
donne le mode`le de contraintes re´sultant.
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Variables
xi = [1..m], ∀0 < i ≤ n
yip = {0, 1}, ∀0 < i ≤ n, 0 < p ≤ m
wij = {0, 1}, ∀0 < i ≤ n, 0 < j ≤ n
Contraintes
Re´sidence ∀(i, α), xi 6= α
Co-Re´sidence ∀(ti, tj) ∈ β
2, xi = xj
Exclusion alldifferent(xi|ti ∈ γ)
Capacite´ me´moire ∀p ∈ {1..m},
∑
i∈{1..n} yip ×mi ≤ µp
Facteur d’utilisation ∀p ∈ {1..m},
∑
i∈{1..n}
ppcm(T )×Ci×yip
Ti
≤ ppcm(T )
Utilisation du re´seau
∑
i∈{1..n}
ppcm(T )×dij×wij
Ti
≤ ppcm(T )× δ
Inte´grite´ du mode`le 1 ∀i, xi = j ⇔ yij = 1
Inte´grite´ du mode`le 2 ∀cij , xi = xj ⇔ wij = 1
Tab. 2 – Mode`le de contraintes (sans celles traitant de l’ordonnanc¸abilite´)
Les facteurs d’utilisation et de re´seau sont refor-
mule´s a` l’aide du ppcm (plus petit commun mul-
tiple) des pe´riodes des taˆches car le solveur de
contraintes sur lequel nous travaillons ne peut pas
dans sa version actuelle prendre en conside´ration
des contraintes mixtes, c.-a`-d. avec des coefficients
re´els et des variables entie`res. Remarquons que la
capacite´ me´moire et le facteur d’utilisation pour-
raient eˆtre mieux inte´gre´s a` l’aide d’une contrainte
cumulative ou de type bin-packing.
Ce mode`le ne tient pas compte des contraintes
temporelles. Les e´quations (7) et (8) correspondent
a` des e´quations de la forme :
x =
k∑
i=1
⌈
x
ai
⌉
bi + c (10)
ou` x est un entier. En notant f(x) =
∑k
i=1
⌈
x
ai
⌉
bi+
c, ce proble`me consiste a` trouver le point fixe x∗ de
f tel que f(x∗) = x∗. A` cause de la fonction partie
entie`re la re´solution n’est pas si simple. Il est fa-
cile de montrer que le point fixe peut-eˆtre atteint
en un nombre fini de pas mais avec une complexite´
pseudo-polynomiale. A` notre connaissance, la com-
plexite´ de cette e´quation n’est pas connue [13]. La
contrainte temporelle est donc difficile a` exprimer
par une contrainte primitive du solveur. Les parties
suivantes s’attachent a` de´crire un moyen pour inte´-
grer les contraintes temporelles dans une contrainte
globale.
3.2 Une contrainte globale pour l’ordonnanc¸a-
bilite´
Nous proposons dans cette partie, une contrainte
globale de´die´e aux aspects temporels et qui prend
en conside´ration la re´solution des e´quations de´finies
pre´ce´demment.
3.2.1 Se´mantique ope´rationnelle
La contrainte schedulable est de´finie par trois
parame`tres : un ensemble X = {x1, . . . , xn} de va-
riables, une architecture mate´rielle HA = (P,N )
et une architecture logicielle SA = (T , C). Nous
avons |T | = n et ∀i, xi ∈ [1, . . . , |P|]. La se´man-
tique re´sultant de la contrainte est :
De´finition 3.1 schedulable(X,HA, SA) est ve´-
rifie´e, si et seulement si, pour X un placement des
taˆches de SA sur HA :
∀ti ∈ T Ri ≤ Ti ∧ ∀cij ∈ C Rij ≤ Tij (11)
Ri (resp. Rij) est le pire temps de re´ponse de la
taˆche ti (resp. du message entre ti et tj) de´fini par
les e´quations (7) (resp. e´quation (8)).
En d’autres termes, la contrainte est ve´rifie´e, si
et seulement si, le placement X est ordonnanc¸able.
3.2.2 Complexite´
Nous conside´rons par la suite la contrainte sche-
dulable dans le cadre spe´cifique d’un re´seau CAN
en mode de´synchronise´. Un premier re´sultat impor-
tant peut-eˆtre obtenu pour cette contrainte :
Proprie´te´ 3.1 Assurer l’arc-consistance pour la
contrainte schedulable est NP-dur.
Preuve : [10] montre a` l’aide d’une re´duction par
3-partition, que ve´rifier l’ordonnanc¸abilite´ est
NP-dur. De plus, comme la classe de complexite´
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des e´quations (10) (7) et (8) est encore incon-
nue [13], son appartenance a` NP n’est pas encore
prouve´e, d’ou` le re´sultat.
Notre algorithme de filtrage est donc base´ sur
une forme plus faible de consistance obtenue a`
l’aide de certains raisonnements hypothe´tiques.
3.2.3 Filtrage
Le filtrage est essentiellement incre´mental. Par-
tant d’un placement partiel qui est ordonnanc¸able,
nous prenons en conside´ration le fait que placer une
taˆche sur un processeur (instanciation de variable)
permet d’interdire le placement de certaines taˆches
sur des processeurs (retrait de valeur).
Plus formellement, un placement partiel est une
application a : U ⊂ T → P ∪ {−1} telle que
ti ∈ U 7→ a(ti) = pk
ti ∈ T − U 7→ a(ti) = −1
(12)
Une extension a′ d’un placement partiel a par
l’affectation d’une taˆche ti sur un processeur p
(xi = p) telle que a(ti) = −1 est de´finie par
∀tk ∈ U , a
′(tk) = a(tk) et a
′(ti) = p. Elle est
note´e a′ ← a + (xi = p). De la meˆme manie`re,
a + (xi, xj) = p de´signe une extension d’un
placement partiel a par l’allocation de deux taˆches
ti et tj sur le meˆme processeur (xi = p et xj = p).
Pour comprendre le fonctionnement incre´mental
de notre algorithme de filtrage, il est important
de garder en me´moire les remarques suivantes (va-
lables avec CAN) :
– en conside´rant un placement partiel ordonnan-
c¸able a et son extension a′ ← a + (xi = p),
seule l’ordonnanc¸abilite´ des taˆches place´es sur
p qui ont une priorite´ infe´rieure ou e´gale a` celle
de ti doit eˆtre teste´e ;
– la pre´sence d’un nouveau message Mab ne re-
met en question que l’ordonnanc¸abilite´ des
messages qui ont une plus petite priorite´ que
Mab et tous ceux avec une priorite´ plus grande
tels que Cab > maxMkl∈lpij(a)Ckl.
Le cœur de l’algorithme de filtrage repose
sur la me´thode sched(a, a′) (respectivement
schedM(mes,mes′)) qui calcule le point fixe de
l’e´quation (7) (resp. l’e´quation (8)) pour prouver
que le placement a′ (resp. l’ensemble des messages
mes′) est ordonnanc¸able en tenant compte du fait
que a′ (resp. mes′) est une extension de a (resp.
mes) que nous savons ordonnanc¸able.
Les informations pouvant eˆtre apprises lors d’une
intanciation de variable (nouveau placement) ou
lors du retrait d’une valeur (une taˆche est inter-
dite sur un processeur) sont de plusieurs types. Par
exemple, quand un message entre deux taˆches (si
elles ne sont pas sur un meˆme processeur) est non
ordonnanc¸able alors les deux taˆches doivent eˆtre
place´es sur un meˆme processeur. Cette information
doit eˆtre maintenue.
Les algorithmes de la figure 4 donnent le com-
portement de la contrainte quand une taˆche est
alloue´e sur un processeur (xi = p — me´thode
awakeOnInst(xi = p)) et quand une valeur est re-
tire´e (xi 6= p — me´thode awakeOnRem(xi 6= p)).
Les informations suivantes sont ne´cessaires et
doivent eˆtre maintenues lors de la re´solution :
– le placement partiel courant a ;
– l’ensemble des messagesmes qui transitent sur
le re´seau (mes peut contenir un message cij
pour lequel ti et tj ne font pas partie de a mais
pour lesquels les domaines sont disjoints) ;
– la liste de taˆches linki qui doivent eˆtre place´es
avec ti pour e´viter la non-ordonnanc¸abilite´ du
re´seau. L’invariant suivant est maintenu par la
contrainte : ∀xk ∈ linki, xk = xi.
L’algorithme commence par mettre a` jour les
structures de donne´es a, linki et mes et ve´rifier
l’ordonnanc¸abilite´ du nouveau placement partiel a
(ligne 4 de UpdateAllocation) ou de l’ensemble des
messages (ligne 3 de UpdateNetwork). Si aucune
contradiction ne se produit, le filtrage peut com-
mencer :
– Si une taˆche a e´te´ ajoute´e a` a, l’ordonnanc¸a-
bilite´ de toutes les autres taˆches est ve´rifie´e en
tenant compte des relations impose´es par link
(UpdateAllocation) ;
– Si un nouveau message a e´te´ ajoute´ a` mes,
l’ordonnanc¸abilite´ des messages est ve´rifie´e
(UpdateNetwork). Si un message est non-
ordonnanc¸able avec mes, les deux taˆches cor-
respondantes doivent eˆtre place´es ensemble,
ainsi la structure de donne´es link est mise a`
jour (ligne 9–10). Puis l’ordonnanc¸abilite´ du
placement simultane´ des deux taˆches est ve´-
rifie´e sur chacun des processeurs de leur do-
maine (lignes 11–14).
Proprie´te´ 3.2 Les algorithmes de la figure 4 as-
surent que :
– le placement partiel de´fini par les taˆches ins-
tancie´es est ordonnanc¸able ;
– chaque extension de a par le placement d’une
taˆche ti sur un processeur p (xi = p) tel que
p ∈ Di, est ordonnanc¸able.
Preuve : Une fois le point fixe atteint, a et mes
sont ordonnanc¸ables. Une extension de a avec
xi = p pourrait ne pas eˆtre ordonnanc¸able pour
deux raisons : xi n’est pas ordonnanc¸able avec
l’ensemble des taˆches place´es sur p (lignes 6–12 de
365
Procedure: awakeOnInst(xi = p)
1: if (a(i) = −1)
2: for all(xk ∈ linki) do
3: instantiate xk to p ;
4: UpdateNetwork(xi) ;
5: UpdateAllocation(xi = p) ;
Procedure: awakeOnRem(xi 6= p)
1: for all (xk ∈ linki) do
2: remove p from Dk
3: UpdateNetwork(xi) ;
Procedure: UpdateAllocation(xi = p)
1: a1 ← a+ (xi = p) ;
2: for all(xk ∈ linki) do
3: a1 ← a1 + (xk = p) ;
4: if ( !sched(a, a1)) fail ;
5: a← a1 ;
6: for all xj s.t |Dj | > 1 and p ∈ Dj do
7: if (linkj 6= ∅)
8: for all (xk ∈ linkj s.t k > j) do
9: if ( !sched(a, a+ (xj , xk) = p))
10: remove p from Dk, Dj ;
11: else if ( !sched(a, a+ (xj = p)))
12: remove p from Dj ;
Procedure: UpdateNetwork(xi)
1: mesChanged← false ;
2: for all cij 6∈ mes s.t Di ∩Dj = ∅
3: if ( !schedM(mes,mes ∪ {cij})) fail ;
4: mes← mes ∪ {cij} ;
5: mesChanged← true ;
6: if (mesChanged)
7: for all (ckl ∈ C s.t ckl 6∈ mes) do
8: if !schedM(mes,mes ∪ {ckl})
9: linkk ← linkk ∪ {xl} ;
10: linkl ← linkl ∪ {xk} ;
11: Dk, Dl ← Dk ∩Dl ;
12: for all p ∈ Dk ;
13: if ( !sched(a, a+ (xl, xk) = p))
14: remove p from Dk, Dl ;
Fig. 4 – L’algorithme UpdateAllocation de´crit le
filtrage suite a` un placement xi (xi = p). L’al-
gorithme UpdateNetwork est appele´ quand le do-
maine de xi est modifie´, ce qui peut modifier l’en-
semble des messages.
UpdateAllocation, ce qui ne peut pas eˆtre le cas
si p ∈ Di) ; le placement de xi donne naissance
a` un nouveau message non ordonnanc¸able (les
traitement des lignes 7–14 de UpdateNetwork
empeˆchent ce cas de se produire). 
La complexite´ de l’algorithme de filtrage est en
O(n + c × m). Pour re´duire le nombre d’appels
a` sched(a, a′) et ainsi re´duire le nombre de re´so-
lutions de l’e´quation (10), il est possible de pre´-
calculer des re`gles de dominance entre les taˆches :
Proprie´te´ 3.3 Si xi = pk rend ti non-
ordonnanc¸able, alors pk peut eˆtre supprime´ du do-
maine Dj des taˆches tj telles que prioj < prioi ∧
Cj ≥ Ci ∧ Tj ≤ Ti.
Proprie´te´ 3.4 Si xi = pk rend tb non-
ordonnanc¸able, alors pk peut eˆtre supprime´ du do-
maine Dj des taˆches tj telles que prioj > priob ∧
Cj ≥ Ci ∧ Tj ≤ Ti.
Preuves : ces proprie´te´s sont imme´diatement
prouve´es par re´currence sur les valeurs de Rkj ou
Rkb a` chaque ite´ration de l’algorithme de calcul du
point fixe. 
4 Re´sultats expe´rimentaux
Dans un travail pre´ce´dent [2], nous avions re´solu
le proble`me de placement a` l’aide d’une approche
utilisant la de´composition de Benders [1] et plus
spe´cifiquement une de´composition base´e sur la lo-
gique [6]. Nous ne rappellerons ici que les princi-
paux concepts de´veloppe´s dans [2].
Le proble`me de placement est de´compose´ en
deux, avec d’un coˆte´ un proble`me maˆıtre traitant
des contraintes de placement et de ressource, et de
l’autre un proble`me esclave associe´ aux contraintes
d’ordonnanc¸abilite´. Le proble`me maˆıtre est re´solu
par la ppc et produit un placement qui satisfait
seulement les contraintes de placement et de res-
source. Le proble`me esclave ve´rifie l’ordonnanc¸abi-
lite´ et produit un ensemble de contraintes (sym-
boliques et arithme´tiques) qui exclue tous les pla-
cements qui seraient non-ordonnanc¸ables pour des
raisons similaires. Cette approche conserve l’e´le´-
ment central de la de´composition de Benders : les
coupes de Benders. La vitesse de convergence et le
succe`s de la technique de´pendent fortement de la
qualite´ des coupes. De plus, le proble`me maˆıtre uti-
lise un me´canisme de retour-arrie`re pour e´viter les
calculs redondants quand une coupe est ajoute´e.
Ici, nous proposons de comparer l’approche
par de´composition de Benders avec la nouvelle
contrainte globale.
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Me´moire Placement Ordonnanc¸abilite´ Re´seau
%mem %res %co %exc %global mes %mes
1 60 1 0 0 0 1 40 1 0 0
2 30 2 15 15 15 2 60 2 20 70
3 10 3 33 33 33 3 90 3 30 150
Tab. 3 – Les classes de difficulte´
Pour le proble`me de placement il n’existe aucun
jeu d’essais issu de la communaute´ temps re´el. Les
expe´rimentations sont habituellement faites sur des
exemples didactiques ou a` partir de configurations
ge´ne´re´es ale´atoirement. Nous avons choisi la der-
nie`re solution et utilise´ le meˆme ge´ne´rateur que
dans [2]. Il est base´ sur les principes suivants :
– Taˆches. le nombre de taˆches n est fixe´ a` 40.
Les pe´riodes sont ge´ne´re´es de manie`re a` limiter
la valeur de ppcm(T ) en conservant un maxi-
mum de valeurs [5]. Les priorite´s sont affec-
te´es ale´atoirement. Un parame`tre, %global, est
utilise´ pour re´gler le facteur d’utilisation glo-
bal tel que
∑n
i=1 Ci/Ti = m%global. La diffi-
culte´ du proble`me d’ordonnanc¸abilite´ de´pend
de %global pour lequel les valeurs varient de 40
a` 90.
– Communications. Le nombre de communi-
cations, c, c.-a`-d. le nombre d’arcs dans le
graphe des taˆches, et la charge potentielle du
re´seau %mes, ont un impact sur la difficulte´ du
proble`me. Pour une raison de simplicite´, seules
les communications line´aires entre les taˆches
sont conside´re´es et la priorite´ des messages est
la meˆme que celle de la taˆche productrice. Les
pires temps de transmission sont ge´ne´re´s tels
que
∑n
i=1 Cij/Ti = %mes.
– Processeurs. Le nombre de processeurs, m,
est fixe´ a` 7. La capacite´ me´moire d’un pro-
cesseur est ge´ne´re´e telle que
∑m
k=1mk = (1 +
%mem)
∑n
i=1 µi ou` %mem repre´sente la capa-
cite´ me´moire supple´mentaire disponible sur
l’architecture mate´rielle.
– Contraintes de placement. Le pourcentage
de taˆches participant a` une contrainte de pla-
cement est donne´ par le parame`tre %res pour
les contraintes de re´sidence, %co pour celles de
co-re´sidence, et %exc pour celles d’exclusion.
Les diffe´rentes contraintes sont dimensionne´es
de manie`re a` ce que %res, %co et %exc soient
respecte´s. La difficulte´ d’un proble`me est don-
ne´e en fonction de ces diffe´rents pourcentages.
Plusieurs classes de proble`mes ont e´te´ de´finies en
fonction des contraintes. Le tableau 3 de´crit les pa-
rame`tres utilise´s pour chaque classe. En combinant
ces parame`tres, plusieurs cate´gories ont e´te´ de´fi-
nies. Une cate´gorie W-X-Y-Z correspond a` un pro-
ble`me avec une difficulte´ de classe W pour la me´-
moire, une classe X pour les contraintes de place-
ment et de ressource, une classe Y pour l’ordon-
nanc¸abilite´ et une classe Z pour le re´seau.
Le tableau 4 pre´sente les re´sultats obtenus avec
Benders et avec la contrainte globale : %Suc donne
le pourcentage d’instances re´solues ; NbC le nombre
d’instances consistantes ; Time(s) le temps en se-
conde de re´solution ; Nodes le nombre de nœuds
explore´s ; Iter le nombre d’ite´rations de la me´thode
de Benders ; Noe le nombre de contraintes de type
NotAllequal et Comb le nombre de combinaisons
line´aires correspondant aux coupes extraites de la
me´thode de Benders. Les valeurs moyennes de ces
donne´es sont pre´sente´es ici pour les instances re´-
solues (une solution est trouve´e ou l’inconsistance
est prouve´e) sur 100 instances par cate´gorie. Une
limite de temps a e´te´ fixe´e a` 10 minutes par ins-
tance. La strate´gie de recherche utilise´e est base´e
sur une approche par impacts [12].
Le tableau 5 de´taille le temps de re´solution et
donne les valeurs moyennes, me´dianes, minimales
et maximales pour les instances re´solues.
Les re´sultats montrent que l’approche base´e sur
la contrainte globale (97.8% d’instances re´solues)
est tre`s compe´titive par rapport a` celle de Benders
(97.3% d’instances re´solues). Les valeurs minimales
et maximales des temps de re´solution montrent que
Benders peut-eˆtre plus efficace pour les proble`mes
ou` l’ordonnancement est facile (classe 2-2-2-1 ou` le
temps moyen avec Benders est nettement infe´rieur
a` celui avec la contrainte globale). Cela s’explique
par le fait que la contrainte globale a a` re´soudre
beaucoup d’e´quations d’ordonnanc¸abilite´ qui ont
peu d’impact sur l’e´lagage alors que Benders ne
conside`re que les contraintes de placement et de
ressource.
Pour les cate´gories de proble`mes difficiles en or-
donnancement (par ex. la classe 1-1-3-1) et celles
avec une occupation re´seau importante (par ex. les
classes 1-2-2-3 et 2-2-2-3), Benders est clairement
moins rapide que la contrainte globale. Cela s’ex-
plique par le fait que pour Bendres les contraintes
lie´es a` l’ordonnanc¸abilite´ sont entie`rement apprises
au cours de la re´solution et donc peu efficace pour
guider la recherche au de´but. La contrainte glo-
bale permet d’ame´liorer ce comportement. Pour
une charge re´seau importante, Benders a la meˆme
difficulte´ pour tenir compte de l’ordonnanc¸abilite´
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Benders CP
%Suc NbC Time(s) Nodes Iter Noe Cut %Suc NbC Time(s) Nodes
1-1-3-1 99 99 5,6 3105,9 107,5 482,5 NA 99 99 3,8 1685,3
1-2-2-3 99 76 15,5 7227,4 629,6 192,8 1853,2 100 76 5,1 1085,8
2-2-2-1 100 56 0,4 370,6 19,9 79,7 NA 100 56 5,3 1985,9
2-2-2-2 100 70 0,3 282,7 17,2 48,5 12,5 100 70 0,3 36,6
2-2-2-3 92 70 28,2 10276,8 662 262,2 1784,9 95 73 13,3 4323,3
2-2-3-1 90 30 8,3 3267,8 30,1 154,2 NA 90 30 10,4 4059,8
2-3-2-1 100 19 0,4 172,6 6,8 37,3 NA 100 19 0,3 9,2
3-2-2-1 99 57 1,4 960,2 39,6 143,2 NA 99 57 1,4 458,1
Tab. 4 – Moyennes des re´sultats pour chaque approche.
Benders CP
%Suc Time(s) %Suc Time(s)
Av Med Min Max Av Med Min Max
1-1-3-1 99 5,6 2,8 0,27 60,6 99 3,8 0,45 0,3 78,6
1-2-2-3 99 15,5 2,6 0,19 519,8 100 5,1 0,58 0,23 336,2
2-2-2-1 100 0,4 0,27 0,17 4,2 100 5,3 0,34 0,23 314,9
2-2-2-2 100 0,3 0,29 0 2,6 100 0,3 0,31 0 4,1
2-2-2-3 92 28,2 4,7 0 386,9 95 13,3 0,73 0 403,4
2-2-3-1 90 8,3 0,25 0,17 344 90 10,4 0,36 0 375
2-3-2-1 100 0,4 0,26 0,17 6,5 100 0,3 0,37 0 1,9
3-2-2-1 99 1,4 0,32 0,17 15 99 1,4 0,33 0,23 91,2
Tab. 5 – Valeurs Moyennes, me´dianes, minimums et maximums des temps de re´solution.
des messages.
Le re´sultat le plus significatif est qu’en pratique
l’aspect pseudo-polynomial des e´quations d’ordon-
nanc¸abilite´ n’est pas un facteur bloquant pour l’e´la-
gage. Ainsi, la contrainte globale est efficace pour
ce genre de proble`me.
5 Conclusion
Dans ce papier, une nouvelle approche a e´te´
de´finie a` l’aide d’une contrainte globale pour re´-
soudre les proble`me de placement des syste`mes
temps re´el durs. La difficulte´ et la nouveaute´ de ce
proble`me repose dans les contraintes d’ordonnan-
cement propre a` ce genre de syste`me. Nous propo-
sons une contrainte globale de´die´e pour embarquer
la re´solution des e´quations servant a` prouver l’or-
donnanc¸abilite´ du syste`me. Cependant, ces e´qua-
tions sont connues comme e´tant d’une complexite´
pseudo-polynomiale, ce qui rend NP-dur la main-
tenance de l’arc consistance. Notre re´sultat princi-
pal a e´te´ de montrer qu’en pratique ces e´quations
peuvent eˆtre re´solues a` chaque nœud de l’arbre
de recherche, rendant cette approche performante
pour ce proble`me.
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